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О ТОЧНОСТИ НЕРАВЕНСТВА РАЗНЫХ МЕТРИК
ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ
В ОБОБЩЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ ЛОРЕНЦА1
Г.Акишев
В статье рассматривается обобщенное пространство Лоренца Lψ,τ (T
m), определенное по некоторой
непрерывной, вогнутой функции ψ, ψ(0) = 0. Для двух пространств Lψ1,τ1 (T
m) и Lψ2,τ2 (T
m) при усло-
вии αψ1 = limt→0ψ1(2t)/ψ1(t) = βψ2 = limt→0ψ2(2t)/ψ2(t) доказано точное по порядку неравенство
разных метрик для кратных тригонометрических полиномов. Кроме того доказано одно вспомогатель-
ное утверждение для функции одной переменной с монотонно убывающими коэффициентами Фурье по
тригонометрической системе. В этом утверждении установлена двусторонняя оценка нормы функции
f ∈ Lψ,τ (T) через сумму ряда составленного из коэффициентов Фурье этой функции.
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G.Akishev. On the exactness of the inequality of different metrics for trigonometric polyno-
mials in the generalized Lorentz space.
We consider the generalized Lorentz space Lψ,τ (T
m) defined by some continuous concave function ψ such
that ψ(0) = 0. For two spaces Lψ1,τ1(T
m) and Lψ2,τ2 (T
m) such that αψ1 = limt→0ψ1(2t)/ψ1(t) = βψ2 =
limt→0ψ2(2t)/ψ2(t), we prove an order-exact inequality of different metrics for multiple trigonometric polyno-
mials. We also prove an auxiliary statement for functions of one variable with monotonically decreasing Fourier
coefficients in a trigonometric system. In this statement we establish a two-sided estimate for the norm of the
function f ∈ Lψ,τ (T) in terms of the series composed of the Fourier coefficients of this function.
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Введение
Пусть Rm — m-мерное евклидово пространство точек x¯ = (x1, . . . , xm) с вещественными
координатами; Im = {x¯ ∈ Rm; 0 ≤ xj ≤ 1; j = 1, . . . ,m} — m-мерный куб. В дальнейшем, для
m-мерного куба одновременно с Im будем использовать обобзначние [0, 1]m.
О п р е д е л е н и е (см. [1, c. 81]). Две неотрицательные, измеримые по Лебегу функции f,
g называются равноизмеримыми, если
µ{x¯ ∈ Im : f(x¯) > λ} = µ{x¯ ∈ Im : g(x¯) > λ}, λ > 0,
где µe — мера Лебега множества e ⊂ Im.
Пусть X — банахово пространство измеримых по Лебегу на Im функций f с нормой ‖f‖X .
Пространство X называется симметричным, если
1) из того, что |f(x¯)| ≤ |g(x¯)| почти всюду на Im и g ∈ X, следует, что f ∈ X и ‖f‖X ≤ ‖g‖X ;
2) из того, что f ∈ X, и равноизмеримости функций |f(x¯)| и |g(x¯)| следует, что g ∈ X и
‖f‖X = ‖g‖X (см. [1, c. 123]).
1Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности
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Норма ‖χe‖X характеристической функции χe(t) измеримого множества e ⊂ I
m называется
фундаментальной функцией пространства X и обозначается ϕ(µe) = ‖χe‖X .
Известно, что невозрастающая перестановка характеристической функции χe измеримого
множества e ⊂ [0, 1]m равна функции χ[0,t], где t = µe. Поэтому фундаментальная функция
симметричного пространства X есть функция ϕ(t) = ‖χ[0,t]‖X , определенная на отрезке [0, 1].
Она является вогнутой, неубывающей, непрерывной на [0, 1] функцией, причем ϕ(0) = 0 (см.
[1, с. 70, 137, 164]). Такие функции называются Φ-функциями.
Для данной функции ϕ(t), t ∈ [0, 1], положим αϕ = limt→0
ϕ(2t)
ϕ(t) , βϕ = limt→0
ϕ(2t)
ϕ(t) .
Известно, что для любого симметричного пространства X(ϕ) справедливы неравенства [2]
1 ≤ αϕ ≤ βϕ ≤ 2. Числа αϕ, βϕ называются соответственно нижним и верхним индексами
фундаментальной функции ϕ.
Одним из примеров симметричного пространства является Lq(T







, 1 ≤ q <∞.
Здесь и в дальнейшем Tm = [0, 2pi]m, функции f — 2pi-периодические по каждой перемен-
ной.
Пусть функция ψ непрерывна, не убывает, вогнута на [0, 1], ψ(0) = 0 и 0 < τ < ∞.
Обобщенным пространством Лоренца Lψ,τ (T
m) называется множество измеримых на
T
m = [0, 2pi]m, имеющих 2pi-период по каждой переменной xj, j = 1, . . . ,m, функций f(x) =












Известно, что при условиях 1 < αψ, βψ < 2 пространство Lψ,τ (T
m) будет симметричным
















m) [3, лемма 3.1].
Отметим, что при ψ(t) = t1/q пространство Lψ,τ (T
m) совпадает с пространством Лоренца,
обозначаемым символом Lq,τ (T
m), 1 < q, τ <∞ (см. [4, c. 228]).
В силу того, что пространства Lψ,τ2(T
m), Lψ,τ1(T
m) имеют одну и ту же фундаментальную




Для пространств Лебега Lp(T
m) и Лоренца Lp,τ (T
m)фундаментальные функции ϕ(t) = t1/p
и αϕ = βϕ = 2
1/p.
Отметим, что пространства Lp,τ1(T
m), Lq,τ2(T
m) при p 6= q имеют разные фундаментальные
функции ϕLp,τ1 (t) = t
1/p, ϕLq,τ2 (t) = t
1/q и их индексы соответственно равны 21/p, 21/q.
В случае p = q пространства Lp,τ2(T
m), Lp,τ1(T
m) имеют одинаковые фундаментальные
функции ϕLp,τ1 (t) = ϕLp,τ2 (t) = t
1/p и их индексы соответственно равны 21/p.
Рассмотрим кратный тригонометрический полином








где 〈k¯, x¯〉 =
∑m
j=1 kjxj , nj ∈ N, j = 1, . . . ,m.
Для тригонометрического полинома одной переменной Tn(x) хорошо известно неравенство
Д.Джексона [5] ‖Tn‖∞ = max
x∈T
|Tn(x)| 6 2n
1/p‖Tn‖p для 0 < p <∞.
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C.М.Никольский в [6] доказал распространение этого неравенства сразу на многомерный
случай и на пространство Lq(T







j ‖Tn¯‖p, 1 6 p < q 6 ∞.
В настоящее время имеются многочисленные обобщения неравенства Джексона — Николь-
ского и тесно связанного с ним неравенства Бернштейна для полиномов об оценке нормы про-
изводной полинома через норму заданного пространства (см. [7–16] и библиографии в них).
Одним из обобщений является распространение неравенства Джексона — Никольского на про-
странства Лоренца [13]. Для тригонометрического полинома одной переменной Tn в обобщен-
ном пространстве Лоренца Л.А.Шерстнева [14] доказала точное по порядку неравенство
‖Tn‖ψ,τ2 6 C(ln(n+ 1))
1/τ2−1/τ1‖Tn‖ψ,τ1 , 0 < τ2 < τ1 <∞.
Настоящая работа является продолжением исследования автора (см. Тр. Института ма-
тематики и механики УрО РАН, 2018, Т. 24, №2, С. 5–18), в котором для кратных тригоно-





















Цель настоящей статьи — установить точность по порядку неравенства (1).
Для этого рассмотрим множество всех неотрицательных, непрерывных на [0, 1] функций
ψ(t), для которых (log 2/t)εψ(t) ↑ +∞ и (log 2t)−εψ(t) ↓ 0 при t ↓ 0 для любого числа ε ∈ (0,∞)
(см. [17]), и для краткости это множество обозначим через SV L.
Для величин A,B запись A ≍ B означает, что существуют положительные постоянные
C1, C2 такие, что C1A 6 B 6 C2A. Все постоянные C, встречающиеся в формулах, не зависят
от порядков тригонометрических полиномов.
Для доказательства основного результата статьи будем пользоваться следующей известной
теоремой.














Для того чтобы выполнялось соотношение ‖g‖X ≍ ‖g¯‖X , необходимо и достаточно, чтобы
βϕ < 2.
Из теоремы 1 для обобщенного пространства Лоренца получится следующее утверждение.































Учитывая, что функция ψ(t)/t не возрастает, нетрудно убедиться, что существуют положи-
















































































Далее в силу неравенств (4) и [14, лемма 5] справедливо неравенство
∞∑
s=ν













































Из этого неравенства и из (6) в силу теоремы 1 получим утверждение следствия.
Основным результатом статьи является следующее утверждение.
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Теорема 2. Пусть 1 < τ1 < τ2 < ∞, Φ-функции ψ1, ψ2 удовлетворяют условию (2) и
ψ1
ψ2



































































































cos (2pikx), x ∈ [0, 1].
Фундаментальная функция обобщенного пространства Лоренца Lψ1,τ1(T) эквивалентна функ-




является фундаментальной функцией ассоциированного пространства
к пространству Lψ,τ (T
m) (см. [1], c. 144). Значит функция
t
ψ2(t)





↓ 0 при k → +∞.












для 1 < τ <∞. Так как
ψ1
ψ2






для 0 < ε <∞,









































6 1/ψ2(1/(n + 1))
ψ1(1/n)
1/n




6 2ψ1(1/(n + 1))/ψ2(1/(n + 1)), n ∈ N.
Поэтому ∥∥Tn∥∥ψ1,τ 6 Cψ1(1/(n + 1))ψ2(1/(n + 1)) log
1/τ (n+ 1). (11)
Докажем противоположное неравенство. Так как
ψ1
ψ2

































> 1/2ψ1(1/(n + 1))/ψ2(1/(n + 1)), из соотноше-
ния (10) получим ∥∥Tn∥∥ψ1,τ > Cψ1(1/(n + 1))ψ2(1/(n + 1))(log (n+ 1))
1/τ . (12)

















≍ (log (n+ 1))1/τ (13)
для 1 < τ <∞.




(log (n + 1))1/τ1−1/τ2 для 1 < τ1 < τ2 <∞. (14)
II. Далее рассмотрим многомерный случай. При 1 < τ < ∞, 1 < αψ 6 βψ < 2 известно


























cos (2piνjxj), xj ∈ [0, 1], j = 1, . . . ,m,
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и ℑn¯(x¯) =
∑m
j=1 ϕj(x¯), x¯ ∈ [0, 1]
m. ℑn¯(x¯) — тригонометрический полином порядка nj по
переменной xj , j = 1, . . . ,m.

































































































































∣∣∣, xj ∈ [0, 1],























log1/τ (nj + 1)



















−1 < (nj +1)




















































































при 1 < αψ1 6 βψ1 < 2, 1 < τ <∞.
























6 C(log(nj + 1))



































cos (2pikx), x ∈ [0, 1].


















∈ SV L, то
ψ¯1
ψ¯2
∈ SV L, где τ ′ =
τ
τ − 1
, 1 < τ <∞.
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Теперь, учитывая, что |
∏
k∈{1,2,..,m}\{j} e
ink2pixk | = 1 в силу неравенства (23), из (24) получим












∈ SV L, отсюда следует, что (см. доказательство неравенства (21))


























































































В силу ортогональности тригонометрической системы интегралы
∫
I
einj2pixj cos (2piνjxj)dxj = 0
для чисел νj = 1, . . . , nj − 1, j = 1, 2. Поэтому, учитывая, что
∫
I






































Так как ψ¯2(t) =
t
ψ2(t)






















≍ log((n1 + 1)(n2 + 1)). (28)









































































∈ SV L, 1 < τ < ∞ для полинома ℑn¯(x¯) =
∑m
j=1 ϕj(x¯) выполняется





































при 1 < τ1 < τ2 <∞. Теорема доказана.
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